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摘 要 : 根据文献 [ 9 ] ( Wang G Z , Yang Q M. Planar cubic hybrid hyperbolic polynomial curve and it s shape
classification. Progress in Natural Science , 2004 , 14 (1) : 41246)中提出的 H2曲线带奇点或拐点的条件 ,利用 H2曲线
奇点、拐点的仿射不变性 ,给出 H2曲线几何特征图的判别法 ,并找到了不同特征图在三维空间中的关系. 该判别法完
善了 H2曲线的奇异点检测理论 ,提升了几何特征图维数.
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Abstract : In t his paper , we propose t he geomet ric characterization diagrams of planar cubic H2curves
based on t he conditions of singularities for planar cubic H2curves p resented by Reference ( Wang G Z ,
Yang Q M. Planar cubic hybrid hyperbolic polynomial curve and it s shape classification. Progress In
Nat ural Science , 2004 , 14 ( 1) : 41246) Since inflection point s and singularities ( loop s or cusp s) of
curves are affinely invariant , we find out t he geomet rically int uitive relationship of these different
geomet ric characterization diagrams in a common 32dimension characterization space. This approach
completes t he theory of detecting singularities of H2curves in t he point of elevating geomet ric
characterization diagrams dimension.
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作进行了大量研究. 早在 1981 年 ,Wang[1 ]就提出了
使三次参数多项式曲线产生奇异点和拐点的条件 ;
后来 ,Stone 等[2 ] 研究了三次多项式曲线的几何特
征以及特征图之间的直接关系 ; Meek 等[3 ] 研究了
均匀三次 B2样条曲线的形状判别情形. 对于三次
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多项式曲线 ,当固定它的 3 个控制顶点后 ,曲线的形
状完全由移动的那个控制顶点决定 ,并且这个移动





图. 到了 20 世纪 90 年代 ,Manocha 等[4 ] 及 Li 等[ 5 ]
研究了任意次的多项式曲线和有理多项式曲线的奇
异点分布情况 ;Sakai [6 ]则着重于三次有理曲线段的
研究. 2001 年 ,Monterde[ 7 ] 给出了一种控制 n 次有
理 Bézier 曲线奇异点的方法. 2006 年 ,J uhász[8 ] 则
把问题推广到更一般的情况 ,他详细研究了所有能
被基函数和任意维空间中控制顶点线性表示出来的
曲线的奇异点及拐点情况 ,并且对三次 Bézier 曲
线、三次有理 Bézier 曲线和 C2Bézier 曲线奇点分布
情况进行比较. 特别地 ,他指出三次多项式曲线只有
在它们是平面曲线时才可能有 1 个奇异点或者 1～
2 个拐点. 由此 ,关于一般参数曲线的奇异点及拐点
的分布已有了详尽的研究.
值得注意的是 ,还有一类参数曲线不容忽视 ,即
2004 年 Wang 等[9 ] 定义的平面三次混合双曲多项
式曲线 ,简称 H2曲线. H2曲线可以精确地表示双曲
线、悬链线等曲线 ,基于这些优良性质使得它在实际






间 ,对于任意一条三次 H2曲线 ,它的所有平面特征图
均可以通过用适当的平面和三维特征空间相交得到.
1 　平面三次 H2曲线及其形状分类
在文献[9 ]中 ,一段平面三次 H2曲线定义为
P( t) = P0 sinh t + P1 cosh t + P2 t + P3 , 0 ≤ t ≤α;
其中α> 0 , Pi ( i = 0 ,1 ,2 ,3) 为平面上的点向量.
为简便起见 ,引入下述记号
A = det ( P1 , P2 )
B = det ( P2 , P0 )
C = det ( P0 , P1 )
(1)
当 A = B = C = 0 时 , H 2曲线是一条直线. 本文假设
A 2 + B2 + C2 ≠0 .
引理 1 [9 ] . H2曲线带有一个拐点的充要条件是
( C - A) ( ( B - A) e2α + 2 Ceα - ( B + A) ) < 0 ;
带有 2 个拐点的充要条件是
B2 + C2 - A 2 > 0 ,
且
1 < C ± B
2 + C2 - A 2
A - B
< eα;
H2曲线最多有 1 个尖点 ,且带有尖点的充要条件是






B2 + C2 - A 2 < 0
A 2 - B2
| C |
≤min
sinh ln A + B
A - B




sinh α- ln A + B
A - B
α - ln A + B
A - B
C( A + B) > 0
B [ (e2α - 1) A - (e2α + 1) B ] > 0
(3)
2 　平面三次 H2曲线的几何特征图
固定平面三次 H2曲线的 3 个控制顶点 ,移动余
下的 1 个控制顶点时 ,曲线是否出现奇异点或拐点
则完全由移动的这个控制顶点决定. 使得 H2曲线产
生尖点、环点、1 个或 2 个拐点的移动控制顶点的轨
迹将平面分成若干区域 ,这个被分割了的平面称为
H2曲线的几何特征图. 另外 , H2曲线是否带有奇异
点或拐点是仿射不变的. 因此 ,不妨把固定的那 3 个
控制顶点仿射变换到点 (0 ,0) , (0 ,1) , (1 ,1)上 ,则曲
线的形状完全由第 4 个控制顶点决定. 这个经仿射
变换得到的曲线叫作标准 H2曲线. 本文把对原 H2
曲线的特征图判别转化到对标准 H2曲线上进行. 如
果控制顶点是共线的或重合的 ,即任意 3 个控制顶
点都不能被仿射变换到 (0 ,0) , (0 ,1) , (1 ,1) ,即这种
退化情况将在本文最后讨论.
下面以 H2Bézier 曲线为例研究它的几何特征图 ,
并讨论移动不同控制顶点时得到的几何特征图之间
的关系.
2. 1 　H2Bézier 曲线的几何特征图
一条平面三次 H2Bézier 曲线定义[9 ]为
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P( t) = H0 ( t) q0 + H1 ( t) q1 + H2 ( t) q2 + H3 ( t) q3 =
　 1
s - α
(sinh t cosh t t 1) ×
　
- c M + c - M - 1 1
s - K - s K 0
1 - M - 1 M + 1 - 1






其中 , 0 ≤t ≤α,α> 0 , s = sinhα, c = coshα, K =
s ( s - α)
αc +α- 2s
, M =
( c + 1) ( s - α)
αc +α- 2s
; H i ( t) ( i = 0 , 1 , 2 , 3)
为三次 H2Bézier 曲线的基函数 , qi ( i = 0 , 1 , 2 , 3) 为
控制顶点 , q0 q1 q2 q3 为控制多变形.
将前 3 个控制顶点仿射变换到特定位置 q0 =
(0 ,0) , q1 = (0 ,1) 和 q2 = (1 ,1) ,并设 q3 = ( x , y) . 把
qi ( i = 0 ,1 ,2 ,3) 代入 H2Bézier 曲线 ,可得到 H2曲线
中 Pi ( i = 0 ,1 ,2 ,3) 的表达式. 进一步计算得式 (1) 中
A , B 和 C 的表达式分别为
A =
1
( s - α) 2
( - sx - Ky + s( M + 1) ) (4)
B =
1
( s - α) 2
( - ( c - 1) x + ( M + 1) ( c - 1) ) (5)
C =
1
( s - α) 2
( - sx - Ky + s( M + 1) - K( c - 1) ) (6)
从引理 1 知 ,当式 (4) (5) (6) 满足 B2 + C2 - A 2 = 0
及式 (2) 时 , H 2曲线上有 1 个尖点. 将式 (4) (5) (6)
代入方程 B2 + C2 - A 2 = 0 可得二次曲线 ,此时的二
次曲线正好是一条抛物线
a1 x
2 + b1 x + c1 y + d1 = 0 ;
其中 , a1 = ( c - 1) 2 , b1 = 2 ( c - 1) ( Ks - ( M + 1) ( c -
1 ) ) , c1 = 2 K2 ( c - 1 ) , d1 = ( M + 1) 2 ( c - 1) 2 -
2 K( c - 1) s ( M + 1) + K2 ( c - 1) 2 .
注意 ,由于移动不同的控制顶点时 qi ( i = 0 , 1 ,
2 ,3) 的取值不同 ,由式 (1) 知 , A , B , C 的表达式也不
同. 因此将式 (4) (5) (6) 代入方程 B2 + C2 - A 2 = 0
后表示的二次曲线也不同.
类似地 ,将式 (4) (5) (6) 代入不等式 (2) 中 ,可得
到一个边界由方程 C - A + B = 0 , C - ( A - B) eα = 0
及 A - B = 0 所确定的区域. 由引理 1 知 ,当 q3 位于
这个区域内且同时在抛物线上时 ,这条标准 H2曲
线上有 1 个尖点. 采用同样的方法计算 ,可得到那些
能使曲线带有环点、1 个或 2 个拐点的第 4 个控制
顶点的移动区域. 这些不同的区域就组成了移动 q3
时标准 H2Bézier 曲线的几何特征图 ,由仿射不变性
知 ,这也是一般 H2Bézier 曲线的几何特征图. 本文
省略了中间的计算过程 ,直接将结果显示在图 1 中 ,
这一结果与三次 Bézier 曲线及三次 C2Bézier 曲线
的结果类似.
图 1 　移动 q3 时平面三次 H2Bézier 曲线的特征图 (α= 1. 5)
同理 ,可以得到移动其他任何一个控制顶点时 ,
对应的 H2Bézier 曲线的特征图. 图 2 所示为只移动
q1 时 , H2Bézier 曲线的特征图.
图 2 　移动 q1 时平面三次 H2Bézier 曲线的特征图 (α= 1. 5)
此外 ,其他标准 H2曲线 ,如标准 HB2样条和 H2
Ferguson 曲线的几何特征图可以类似地得到.
2. 2 　H2曲线所有几何特征图的三维关系




由引理 1 知 ,曲线的奇异点和拐点分布完全是
由 A , B ,和 C决定 ,因此本文将每条平面 H 2曲线和
三维空间中的点 ( A , B , C) 对应起来. 当 H 2曲线
有尖点时 , A , B 和 C 应满足 B 2 + C2 - A 2 = 0 以及
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不等式 (2) . 从几何直观角度来看 ,则必须是那个移
动的控制顶点位于由式 (5) 确定的三维立体内 ,且同
时位于 B2 + C2 - A 2 = 0 确定的二次曲线上. 类似
地 ,当移动的控制顶点位于式 (3) 定义的三维体内
时 ,曲线上有一个环点. 这个体的边界的隐式方程可
以通过将式 (3) 中的不等号改为等号而得到. 特别
地 ,当移动的控制顶点位于控制曲面
A 2 - B2
| C |
= min
sinh ln A + B
A - B




sinh α- ln A + B
A - B
α - ln A + B
A - B
上时 ,这条曲线在 t = 0 和 t =α时自交. 采用类似的




区域时 ,曲线产生尖点、环点、1 个或 2 个拐点或无
以上任何点产生 ,这个被分割成不同区域的三维空
间称为特征空间. 注意 ,图 1 可以看作是用某个平面
去截取这个特征空间而得到的. 详细地 ,式 (4) (5)
(6) 说明当控制顶点 p3 移动时 , ( A , B , C) 将描绘出
特征空间中的一个平面 ,其参数表达形式为
( A , B , C) =
1
( s - α) 2
( - sx - Ky + s( M + 1) ,
　 - ( c - 1) x + ( M + 1) ( c - 1) ,
　 - sx - Ky + s( M + 1) - K( c - 1) ) .
也就是说 ,图 1 所示特征图实际上是由隐式表达式为
A - C =
K( c - 1)
( s - α) 2
的平面与特征空间相交而得到的.
从几何直观上看 ,图 1 , 2 可以被看作是由不同
的截取平面去截取特征空间而得到的. 当固定 p0 ,




( s - α) 2
[ ( K - Ms) x - ( K + s) y + K) ]
B =
1
( s - α) 2
[ M (1 - c) x + (1 - c) y ]
C =
1
( s - α) 2
[ ( c K - s M) x - ( K + s) y + K]
,
其隐式表达式为
M ( A - C) + KB =
K( c - 1) y
( s - α) 2
.
即移动 p1 而固定其他控制顶点 ,相应的特征图可以
用该平面去截取特征空间而得到. 图 3 所示为移动
第 3 个控制顶点时 ,带有尖点的 H2Bezier 曲线对应
的特征图是由 3 张特征曲面被截取平面所截得到的
特征图 ,即用恰当的截取平面去截取特征空间 ,且这
个截取平面的参数方程由 ( A , B , C) 定义. 由式 (2)
知 ,所有 H2曲线对应的 A , B 和 C 都具有以下形式
det ( Pj , Pk ) = det ( ∑
m
a jm q m , ∑
n





a jm bnk det ( qm , qn) ;
其中 , j , k 为式 (1) 中 A , B , C 分别对应的控制顶点
的下标值 ,系数为仿射变换矩阵的元素或者是 H2
Bézier 基函数变换到{ sinh t , cosh t , t , 1} 的矩阵的
元素.




Step1. 根据引理 1 中给出的曲线带有 1 个拐点、2 个拐
点、尖点及环点的充要条件分别计算出三维空间中的特征曲
面 ,三维空间被这些特征曲面划分成了特征空间.
Step2. 根据式 (1) 计算出 A , B , C,并把 ( A , B , C) 对应成
特征空间中的一个点.
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一条直线. 如果 4 个控制顶点不是按照它们的下标
次序沿着直线排列的 ,则直线上就会产生重叠.
2) 只有 2 个控制顶点重合时. 若 p1 = p2 ,曲线
两端各产生 1 个拐点 ; 若 p0 = p1 (或 p2 = p3 ) ,曲线
在 p0 (或 p3 ) 处有零切向量和零曲率.
3) 当 3 个控制顶点重合时. 若 p0 = p1 = p3 (或
p0 = p2 = p3 ) ,曲线退化为一条直线并且沿着直线 t
是非单调变化的 ; 若 p0 = p1 = p2 (或 p1 = p2 = p3 )
时 ,曲线退化为一条直线且在 p0 (或 p3 ) 处有零切向
量和零曲率.
4) 当 p0 = p1 且 p2 = p3 时 ,曲线是一条直线并
且 t 沿着直线单调变化.














点和基函数表示的曲线 ,例如推广到陈文喻等[10 ] 定
义的 P H2C 曲线上.
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